Analytical derivation of Hertzian contact theory and analysis of parameters by Sterle, Klemen
 UNIVERZA V LJUBLJANI 
Fakulteta za strojništvo 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Analitična izpeljava Hertzove teorije kontakta in  
obravnava vplivnih parametrov 
 
 
 
Zaključna naloga univerzitetnega študijskega programa I. stopnje Strojništvo 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Klemen Sterle 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ljubljana, julij 2019 
  
 
 UNIVERZA V LJUBLJANI 
Fakulteta za strojništvo 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Analitična izpeljava Hertzove teorije kontakta in  
obravnava vplivnih parametrov 
 
 
 
Zaključna naloga Razvojno raziskovalnega programa I. stopnje Strojništvo 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Klemen Sterle 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mentor: prof. dr. Marko Nagode, univ. dipl. inž. 
Somentor: doc. dr. George Mejak 
 
 
 
 
 
 
 
Ljubljana, julij 2019 
  
  
 v 
Zahvala 
Zahvaljujem se mentorju prof. dr. Marku Nagode za pomoč pri oblikovanju kvalitetne 
tematike ter nasvete ob razširitvi obsega zaključne naloge.  
 
Zahvala gre tudi somentorju doc. dr. Georgu Mejaku, ki mi je pomagal pri razumevanju in 
vrednotenju matematičnih zapisov v sklopu analitične izpeljave.  
 
Na zadnje bi zahvalo izrekel še svojima staršema, saj sta mi omogočila odlične pogoje 
izobraževanja. Posebno se zahvaljujem svoji mami, Mariji Grepo Sterle, ki me je naučila 
tehnik učenja in mi podala dobre temelje odnosa do znanja. 
 
 vi 
 
 vii 
Izvleček 
UDK 534:539.37(043.2) 
Tek. štev.: UN I/1160 
 
 
 
Analitična izpeljava Hertzove teorije kontakta in obravnava vplivnih 
parametrov 
 
 
 
Klemen Sterle 
 
 
 
Ključne besede: Hertzov tlak 
 porazdelitev tlaka 
 kontakt 
 deformacija 
 potencialna teorija 
 kroglica 
 elipsoid 
 
 
 
 
 
Zaključna naloga obsega analitično izpeljavo kontakta dveh teles in porazdelitve tlaka v 
kontaktu, kot posledico normalne pritisne sile. Obravnavan je tudi vpliv materialnih in 
geometrijskih parametrov na izračun največjega tlaka in velikosti kontakta. V zaključku 
naloge je opravljena primerjava Hertzove izpeljave in poenostavljene izpeljave porazdelitve 
tlaka, ki je bila obravnavana v tretjem letniku razvojno raziskovanega programa na Fakulteti 
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Final work includes analytical derivation of a contact between two bodies and the pressure 
distribution in the contact, as a result of the normal force. The influence of material and 
geometric parameters on the calculation of the maximum pressure and the size of the contact 
is also considered. Comparison between Hertzian derivation and the simplified derivation of 
pressure distribution is represented in the conclusion. The simplified derivation was lectured 
in the third year of a research program at the Faculty of Mechanical Engineering. 
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Indeksi   
   
z  definira da je parameter gledan po z osi 
𝛼  označuje vektor s komponentama x in y 
𝛽  označuje vektor s komponentama x in y 
max  največji 
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1 Uvod 
1.1 Ozadje problema 
1.1.1 Zgodovinska umestitev 
Heinrich Rudolf Hertz se je rodil leta 1857 v Nemčiji. Starša,  Anna Elisabeth Pfefferkorn 
in Gustav Ferdinand Hertz, sta bila visoko izobražena in sta skrbela za dobro izobrazbo 
otrok. Najprej sta Heinricha vpisala v šolo Dr. Wichard Lange v Hamburgu, ki je slovela po 
spodbujanju tekmovalnosti med učenci. Ker je Heinrich izkazal velik talent za reševanje 
problemov, risanje in jezike, je izobraževanje nadaljeval z domačimi učitelji, ki so ga 
pripravljali za sprejem na univerzo. Kljub velikemu talentu za jezike se je bolj posvečal 
študiju znanosti in matematike.  
 
Po kratkem služenju vojske in po enem letu vajeništva v arhitekturni delavnici, se je leta 
1876 vpisal na študij strojništva. Leto pozneje se je odločil, da želi postati fizik in se vpisal 
na univerzo v Münchnu. Po uspešno zaključenem letu študija se je zaradi želje, da bi delal v 
kvalitetnejših laboratorijih, prepisal na univerzo v Berlinu, kjer je njegov talent hitro 
prepoznal Helmholtz. Začel je z raziskavami na področju ugotavljanja mase električnega 
toka, za kar je leta 1879 prejel razpisano nagrado. Pomembno se je zavedati, da je do teh 
ugotovitev prišel 18 let pred odkritjem nosilcev električnega toka – elektronov.  
 
Leta 1882 je v sklopu teorije o elastičnosti, prvi rešil problem kontakta dveh teles. To delo 
sicer ni najbolj prepoznano, saj se uporablja v ozkem področju strojništva, vendar je pogosta 
osnova za nadaljnje teorije. 
 
Po letu 1883 je svoje delo nadaljeval na univerzi v Kiel-u. V sklopu študija teorije J. C. 
Maxwella o magnetizmu, je prvi odkril radijske valove  in dalje popisal fenomen 
fotoelektričnega pojava. H. R. Hertz je umrl leta 1894 v Bonn-u. 
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1.1.2 Aplikacije Hertzove teorije 
Hertzov model kontakta dveh teles z znano geometrijo je temelj za popis in modeliranje 
kontakta neskladnih površin.  
 
Uporabo Hertzove teorije najpogosteje zasledimo na področju znanosti, ki se ukvarjajo s 
popisom stanja površin v kontaktih. Že na prvi stopnji univerzitetnega razvojno 
raziskovalnega programa, je bila Hertzova teorija predstavljena na treh področjih.  
 
Grubin je za popis elasto hidrodinamičnega mazanja upošteval Hertzovo porazdelitev tlaka 
po površini kontakta. V mazanem kontaktu je porazdelitev tlaka ključnega pomena, saj v 
upoštevani Barusovi enačbi za popis spremembe viskoznosti v odvisnosti od tlaka, nastopa 
Hertzov tlak v eksponentu. Zaradi velikih tlačnih obremenitev maziva, ki jih podaja 
Hertzova enačba, se ob normalnih pogojih tekoče mazivo, obnaša kot kvazitrdnina.  
 
Za popis porasta temperature v kontaktu, je v Archardovem modelu predpostavljena 
površina enaka krogu z radijem, določenim po Hertzovi teoriji. Velikost površine je 
bistvenega pomena, saj določa gostoto toplotnega toka, ta pa v odvisnosti od materialnih 
lastnosti definira temperaturo kontakta. Porast temperature v kontaktu močno vpliva na  
obnašanje vseh snovi v kontaktu in je zato bistvenega pomena za določanje stanja 
obratovanja.  
 
V mehaniki kontakta je Hertzov model osnova za razumevanje obremenitev in deformacij 
posameznih vršičkov na nivoju mikro kontaktov in teles na makro nivoju.  
 
Splošno strojništvo uporablja Hertzov model predvsem za določitev potrebne površinske 
trdnosti strojnih elementov in za razlago nekaterih načinov obrabe površin. 
 
 
1.2 Cilji 
Glavni cilj zaključne naloge je prikazati analitično izpeljavo Hertzove teorije kontakta dveh 
teles in jo uporabiti za primer kontakta dveh kroglic. Za ustrezno vrednotenje parametrov je 
prikazana analiza vplivnih parametrov, ki jih zajema teorija.  
 
V zadnjem delu je izvedena primerjava Hertzove izpeljave enačbe porazdelitve tlaka in 
poenostavljene izpeljave, ki je bila podana v viru [5]. Namen primerjave je ugotovitev 
morebitnih odstopanj rezultatov med metodama. 
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2 Teoretične osnove 
Analitična izpeljava je podana v delu avtorjev Landau in Lifshitz [1] v devetem poglavju. V 
izpeljavi so uporabljene delne in končne rešitve iz vira [2] in potencialne teorije, ki je 
predstavljena v delu avtorja O. D. Kellogg [3].  
 
 
2.1 Geometrijski popis kontakta 
2.1.1 Neobremenjeno stanje 
Dve togi telesi sta v kontaktu v nesingularni točki. Skozi točko kontakta O poteka ravnina 
xy, ki je tangentna na obe telesi. Pozitivna koordinata z kaže v notranjost telesa.  
 
 
 
Slika 2.1: Kontakt dveh sferičnih teles 
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Ordinato površine zgornjega telesa blizu točke kontakta, lokalno popiše enačba 
𝑧 = 𝜅𝛼𝛽 𝑥𝛼 𝑥𝛽 (2.1) 
Ordinato spodnjega telesa pa enačba 
𝑧′ = 𝜅′𝛼𝛽 𝑥𝛼 𝑥𝛽 (2.2) 
Enačbi (2.1) in (2.2) razumemo kot dvojno vsoto po indeksih 𝛼 in 𝛽, ki tečeta os 1 do 2 in 
da je 𝑥1 = 𝑥 in 𝑥2 = 𝑦. 
 
𝜅𝛼𝛽 popisuje ukrivljenost površine telesa blizu točke kontakta in je v splošnem polna 
matrika, podana v enačbi (2.4). V primeru, da smeri glavnih ukrivljenosti površine telesa 
sovpadajo z osema izbranega koordinatnega sistema, se  𝜅𝛼𝛽 poenostavi.  
𝜅𝛼𝛽 =
1
2
[
𝑅𝑥 0
0 𝑅𝑦
] (2.3) 
𝑅𝑥 in 𝑅𝑦 sta glavna radija ukrivljenosti. Zgornji tenzor je rezultat razvoja Taylorjeve vrste 
do drugih odvodov (kvadratna aproksimacija), okoli točke O oziroma koordinatnega 
izhodišča. 
𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑧(0,0) +
𝜕𝑧(0,0)
𝜕𝑥
+
𝜕𝑧(0,0)
𝜕𝑦
+
1
2
 
[
 
 
 
 
𝜕2𝑧(0,0)
𝜕𝑥2
𝜕2𝑧(0,0)
𝜕𝑥𝜕𝑦
𝜕2𝑧(0,0)
𝜕𝑦𝜕𝑥
𝜕2𝑧(0,0)
𝜕𝑦2 ]
 
 
 
 
+ ⋯ (2.4) 
Prvi trije členi razvoja so ničelni, saj se telesi tangento stikata v koordinatnem izhodišču. 
Zapisana matrika je Hessejeva matrika, ki poda vse informacije o drugih odvodih funkcije. 
Ker sta obravnavani telesi v kontaktu elipsoida in v njunih enačbah ne nastopajo mešani 
členi, sta izvendiagonalna mešana odvoda enaka nič. Višje odvode zanemarimo. 
 
 
2.1.2 Obremenjeno stanje 
Sedaj predpostavimo, da sta telesi elastični in pritisnjeni drugo proti drugem s silama, ki sta 
kolinearni koordinatama z in z'. Sili povzročita deformaciji teles, ter sta po velikosti enako 
veliki in nasprotno usmerjeni. 
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Slika 2.2: Pritisnjen kontakt dveh sferičnih teles 
 
Označbi 𝑢𝑧 in 𝑢′𝑧 podajata vektor pomika točk zaradi deformacije teles. Tokrat sta ravnini 
koordinatnih sistemov xy in x'y' medsebojno oddaljeni za h, in jo lahko zapišem kot 
(𝑧 + 𝑢𝑧) + (𝑧
′ + 𝑢𝑧
′ ) = ℎ (2.5) 
V enačbo (2.5) vstavimo enačbi (2.1) in (2.2) ter izpostavimo vektorja 𝑥𝛼  𝑥𝛽. Tako dobimo 
(𝜅𝛼𝛽 + 𝜅
′
𝛼𝛽
) 𝑥𝛼  𝑥𝛽 + 𝑢𝑧 + 𝑢𝑧
′ = ℎ (2.6) 
Ta enačba velja, povsod v področju kontakta teles in popisuje obliko kontakta. Za območje 
izven kontakta pa velja zapis 
𝑧 + 𝑧′ + 𝑢𝑧 + 𝑢𝑧
′ < ℎ (2.7) 
Vsota tenzorjev v enačbi (2.6) tvori polno in nesimetrično Hessejevo matriko. Za nadaljnje 
reševanje je potrebno izbrati nov koordinatni sistem, kjer bosta osi x, y sovpadali z lastnima 
vrednostima nastalega tenzorja. Posledično bo Hessejeva matrika za zapis (𝑧 + 𝑧′) 
diagonalna. Lastne vrednosti skupnega tenzorja zapišemo kot  A in B.  
 
Iz predhodno opisane geometrije teles v kontaktu je znano, da v enačbi popisa oblike 
kontakta, ne nastopajo mešani členi in členi prvega reda. Zato tudi v novonastalem tenzorju 
nastopata le spremenljivki x in y drugega reda. Sedaj lahko ob upoštevanju lastnih vrednosti 
A in B zapišemo enačbo (2.6) v sledeči obliki 
𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝑢𝑧 + 𝑢𝑧
′ = ℎ (2.8) 
Konstanti A in B v enačbi (2.8), sta odvisni le od glavnih ukrivljenosti 𝑅𝑥, 𝑅𝑦 in 𝑅′𝑥, 𝑅′𝑦 po 
skupnih oseh teles x, in y ter kota ∅, ki je podan v enačbi (2.10). 
  
u
z
z
z
’
h
u
’ z
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Izpeljava zveze med konstantama A in B presega obseg te naloge, zato je podan le rezultat 
obsežne izpeljave. 
2(𝐴 + 𝐵) =
1
𝑅𝑥
+
1
𝑅𝑦
+
1
𝑅′𝑥
+
1
𝑅′𝑦
 (2.9) 
4(𝐴 − 𝐵)2 = (
1
𝑅𝑥
−
1
𝑅𝑦
)
2
+ (
1
𝑅′𝑥
−
1
𝑅′𝑦
)
2
+ 2cos(2𝜙) (
1
𝑅𝑥
−
1
𝑅𝑦
)(
1
𝑅′𝑥
−
1
𝑅′𝑦
) (2.10) 
Kot 𝜙 je definiran med normalama krivulj, ki ju določata ukrivljenosti 𝑅𝑥 za zgornje telo in 
𝑅′𝑥 za spodnje telo. Smer radija je definirana kot pozitivna, če središče krivulje leži znotraj 
pripadajočega telesa. 
 
 
2.2 Popis zveze deformacije in obremenitve 
Želja je, najti zvezo med kontaktnim tlakom in deformacijo teles 𝑢𝑧 in 𝑢′𝑧. Ob predpostavki, 
da je kontakt teles možno popisati z ravnino, je za rešitev problema zveze med deformacijo 
in tlakom, smiselno uporabiti izpeljavo iz vira [2]. 
 
Tlak med deformiranima telesoma popiše funkcija 𝑃𝑧(𝑥, 𝑦), ki je različna od nič le v 
območju kontakta. V najbolj poenostavljeni obliki obravnavamo točkovno obremenitev, ki 
jo zapišemo kot produkt skalarne vrednosti obremenitve in dveh Dirackovih funkcij (po x in 
y osi), ki določata prijemališče sile. Predpostavljeno je, da je smer delovanje sile normalna 
na površino.  
𝑃 = 𝐹𝛿(𝑥)𝛿(𝑦) (2.11) 
Iščemo tako funkcijo, ki bo zadostila enačbi ravnotežja sistema – vsota vseh sil je enaka nič. 
Torej funkcija, ki izpolnjuje pogoj 
div 𝜎𝑖𝑗 =
[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑦
𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑧
𝜕𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑥
𝜕𝜎𝑦𝑦
𝜕𝑦
𝜕𝜎𝑧𝑦
𝜕𝑧
𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑥
𝜕𝜎𝑦𝑧
𝜕𝑦
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧 ]
 
 
 
 
 
 
= 0 (2.12) 
Fundamentalna rešitev oz. rešitev zveze med deformacijo in tlakom za točkovno 
obremenitev, je podana z Greenovim tenzorjem 𝐺𝑖𝑘. Za primer, ko sila velikosti 𝐹𝑘 (indeks 
k podaja komponento) deluje v koordinatnem izhodišču, je rešitev sledeče oblike 
𝑢𝑖 = 𝐺𝑖𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐹𝑘 (2.13) 
kjer 𝑢𝑖 predstavlja vektor pomika.  
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Za rešitev problema s poljubno obremenitvijo 𝑃𝑧(𝑥, 𝑦) je potrebno izvesti konvolucijo 
Greenovega tenzorja in funkcije porazdelitve tlaka. Konvolucija je matematična operacija 
nad dvema funkcijama. Rezultat konvolucije je nova funkcija, ki popisuje spremembo prve 
funkcije zaradi druge in obratno. 
 
Sledeča oblika poda vektor deformacij za poljubno obremenitev, ki se spreminja po 𝑥 in 𝑦 
koordinati ter deluje na integracijskem območju. 
𝑢𝑖 = ∬𝐺𝑖𝑘(𝑥 − 𝑥
′, 𝑦 − 𝑦′, 𝑧) 𝑃𝑧(𝑥
′, 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ (2.14) 
V enačbi (2.14) nastopata dva para spremenljivk. Vektor pomika je funkcija odvisna od x in 
y, med tem ko integral poteka po območju, ki ga določata x' in y'. Funkcija porazdelitve 
obremenitve je prav tako odvisna od x' in y'. Tak zapis vrne vektor deformacije za vsako 
točko območja, v odvisnosti od obremenitve celotnega območja. 
 
Končni izraz deformacije po z osi je  
𝑢𝑧 =
1 + 𝜎
2𝜋𝐸
 {[
2(1 − 𝜎)
𝑟
+
𝑧2
𝑟3
] 𝐹𝑧 + [
1 − 2𝜎
𝑟(𝑟 + 𝑧)
+
𝑧
𝑟3
] (𝑥𝐹𝑥 + 𝑦𝐹𝑦)} (2.15) 
𝑟 = √(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + 𝑧2 (2.16) 
Celotna izpeljava deformacije v vseh oseh je prikazana v viru [2] 
 
Enačbo je možno poenostaviti, saj obravnavamo točke v kontaktu, ki sovpadajo z xy ravnino, 
kjer je 𝑧 = 0. Posledično se enačba (2.16) poenostavi v  
𝑟 = √(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 (2.17) 
Dodatno sta sili 𝐹𝑥 in 𝐹𝑦 enaki nič, saj je kontakt obremenjen le normalno in ne strižno. 
Poenostavljen izraz zveze deformacije in obremenitve je 
𝑢𝑧 =
1 + 𝜎
2𝜋𝐸
 {[
2(1 − 𝜎)
𝑟
] 𝐹𝑧} (2.18) 
𝑢𝑧 =
1 − 𝜎2
𝜋𝐸
[
𝐹𝑧
𝑟
] (2.19) 
Obremenitev 𝐹𝑧 lahko dalje zapišemo v že znani obliki, kot rezultat kovolucije. 
𝑢𝑧 =
1 − 𝜎2
𝜋𝐸
∬
𝑃𝑧(𝑥
′, 𝑦′)
𝑟
𝑑𝑥′𝑑𝑦′ (2.20) 
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Podobno zapišemo še zvezo za spodnje telo. Spremenijo se le snovne lastnosti,  Poissonovo 
število in modul elastičnosti. 
𝑢′𝑧 =
1 − 𝜎′2
𝜋𝐸′
∬
𝑃𝑧(𝑥
′, 𝑦′)
𝑟
𝑑𝑥′𝑑𝑦′ (2.21) 
 
Enačbi (2.20) in (2.21) vstavimo v enačbo (2.8) in preuredimo. Rezultat je enačba, ki 
povezuje porazdelitev tlaka po območju kontakta, geometrijo teles in kontakta, materialne 
lastnosti ter oddaljenost teoretičnih nedeformiranih mej teles. 
1
𝜋
(
1 − 𝜎2
𝐸
+
1 − 𝜎′2
𝐸
)∬
𝑃𝑧(𝑥
′, 𝑦′)
𝑟
𝑑𝑥′𝑑𝑦′ = ℎ − 𝐴𝑥2 − 𝐵𝑦2 (2.22) 
 
 
2.3 Določitev funkcije porazdelitve tlaka po kontaktu 
H. R. Hertz je rešitev enačbe (2.22) zapisal s pomočjo analogije iz potencialne teorije. Za 
tak pristop se je odločil, ker se oblika integrala na levi strani enačbe (2.22) pogosto pojavlja 
v potencialni teoriji, in predstavlja potencial razporejenega naboja. Iz elektrostatike je znano, 
da je potencial znotraj enotno nabitega elipsoida kvadratna funkcija koordinat, kar ustreza 
enačbi elipsoida. 
 
V sklopu zaključne naloge so predstavljene le glavne predpostavke in koraki za zapis rešitve, 
saj je celotna izpeljava potencialne teorije preobširna in presega okvir naloge. Izpeljava 
potencialne teorije je podana v viru [3]. 
 
Osnovna geometrijska enačba elipsoida je  
𝑥2
𝑎2
+
𝑦2
𝑏2
+
𝑧2
𝑐2
= 1 (2.23) 
Potencial elipsoida v kontaktu je potrebno zapisati na dva načina. S tem dosežemo, da sta 
leva in desna stran končne oblike zapisa potencialnega polja podobni enačbi (2.22) 
 
 
2.3.1 Zapis potenciala na prvi način 
Predpostavimo elipsoid, ki je nabit s konstantno volumsko gostoto naboja. Razporeditev 
potenciala znotraj elipsoida sledi funkciji 
𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜋𝜌𝑎𝑏𝑐 ∫ {1 −
𝑥2
𝑎2 + 𝜉
−
𝑦2
𝑏2 + 𝜉
−
𝑧2
𝑐2 + 𝜉
}
𝑑𝜉
√(𝑎2 + 𝜉)(𝑏2 + 𝜉)(𝑐2 + 𝜉)
∞
0
 (2.24) 
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Ker je obravnavano področje kontakt elementov je možno predpostaviti, da je kontaktna 
površina zelo podobna ravnini, tangenti na z os, kot je prikazano na sliki 2. Iz tega sledi, da 
je obravnavani elipsoid izrazito sploščen. 
 
Sploščenost elipsoida po z osi je dosežena  z zmanjševanjem geometrijskega parametra c. 
Ko c limitira proti nič je potrebno upoštevati 𝑧 = 0, saj se želimo izogniti deljenju z nič. Ob 
upoštevanju sploščenosti elipsoida se enačba (2.25) nekoliko poenostavi 
𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝜋𝜌𝑎𝑏𝑐 ∫ {1 −
𝑥2
𝑎2 + 𝜉
−
𝑦2
𝑏2 + 𝜉
}
𝑑𝜉
√(𝑎2 + 𝜉)(𝑏2 + 𝜉)𝜉
∞
0
 (2.25) 
 
 
2.3.2 Zapis potenciala na drugi način 
Potencial je možno zapisati tudi kot integral po volumnu elipsoida ob upoštevanju gostote 
volumskega naboja 𝜌 
𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∭
𝜌𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑧′
√(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2
 (2.26) 
Ponovno upoštevamo predpostavko sploščenega elipsoida 𝑐 → 0. Tokrat je potrebno 
upoštevati 𝑧 = 𝑧′ = 0, ter spremenjeno integracijsko območje v mejah med 
±𝑐√{1 − (
𝑥′
𝑎
)
2
− (
𝑦′
𝑎
)
2
} (2.27) 
 
Poenostavljen zapis enačbe (2.26) dobi obliko 
𝜙(𝑥, 𝑦) = 2𝜌𝑐 ∬
𝑑𝑥′𝑑𝑦′
√(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2
√(1 −
𝑥′2
𝑎2
−
𝑦′2
𝑏2
) (2.28) 
Tokrat integracija poteka znotraj površine elipse, določene z enačbo 
𝑥′2
𝑎2
+
𝑦′2
𝑏2
= 1 (2.29) 
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2.3.3 Združitev zapisov potenciala elipsoida 
Ob izenačenju enačb (2.25) in (2.28) preko levih strani sledi enačba 
𝜋𝜌𝑎𝑏𝑐 ∫ {1 −
𝑥2
𝑎2 + 𝜉
−
𝑦2
𝑏2 + 𝜉
}
𝑑𝜉
√(𝑎2 + 𝜉)(𝑏2 + 𝜉)𝜉
∞
0
= 2𝜌𝑐 ∬
𝑑𝑥′𝑑𝑦′
√(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2
√(1 −
𝑥′2
𝑎2
−
𝑦′2
𝑏2
) 
(2.30) 
Po preureditvi je podobnost z enačbo (2.22) očitna 
1
𝜋𝑎𝑏
∬
𝑑𝑥′𝑑𝑦′
√(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2
√(1 −
𝑥′2
𝑎2
−
𝑦′2
𝑏2
)
=
1
2
∫ {1 −
𝑥2
𝑎2 + 𝜉
−
𝑦2
𝑏2 + 𝜉
}
𝑑𝜉
√(𝑎2 + 𝜉)(𝑏2 + 𝜉)𝜉
∞
0
 
(2.31) 
 
 
2.3.4 Zapis funkcije porazdelitve tlaka 
Razvidno je, da sta desni strani obeh enačb (2.22) in (2.31), funkciji kvadratov spremenljivk 
x in y. Prav tako je podobnost med enačbama (2.22) in (2.31) na levih straneh, saj sta 
integrala enake oblike. 
 
Iz desnih strani lahko neposredno trdimo, da je kontakt elipsaste oblike in sledi enačbi 
𝑥2
𝑎2
+
𝑦2
𝑏2
= 1 (2.32) 
 
Iz levih strani pa je možno razbrati, da je funkcija porazdelitve obremenitve po kontaktu 
sledeče oblike 
𝑃𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡 ∙ √(1 −
𝑥2
𝑎2
−
𝑦2
𝑏2
) (2.33) 
Pri tem je 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡 faktor, s katerim je potrebno množiti geometrijski del enačbe (3.33), da je 
integral funkcije 𝑃𝑧 po celotnem območju elipse enak sili 𝐹, ki pritiska telesi drugo proti 
drugemu. 
 
Analitični izračun ustrezne konstante prikaže, da je potrebno poleg upoštevanja 
geometrijskih parametrov a, b in 𝜋, ter sile F, celoten izraz množiti z vrednostjo 3/2. 
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Končni zapis funkcije porazdelitve tlaka je 
𝑃𝑧(𝑥, 𝑦) =
3𝐹
2𝜋𝑎𝑏
√(1 −
𝑥2
𝑎2
−
𝑦2
𝑏2
) (2.34) 
Pogosto je glavno zanimanje pri obravnavi sistemov največja obremenitev površine, ki se 
pojavi v kontaktu. Ob natančnejši analizi enačbe (2.34) je razvidno, da bo največja 
obremenitev nastopila v središču kontakta in bo enaka 3/2 srednjega tlaka na površino, 
določenim z enačbo 
𝑝𝑠𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖 =
𝐹
𝜋𝑎𝑏
 (2.35) 
Parametra a in b sta polosi elipse. 
 
Enačbo (2.22) je sedaj možno prepisati v obliko 
1
𝜋
(
1 − 𝜎2
𝐸
+
1 − 𝜎′2
𝐸
)
3𝐹
2𝜋𝑎𝑏
∬
√(1 −
𝑥2
𝑎2
−
𝑦2
𝑏2
)
√(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2
𝑑𝑥′𝑑𝑦′ = ℎ − 𝐴𝑥2 − 𝐵𝑦2 (2.36) 
 
 
2.4 Popis geometrije kontakta 
Glede na enakost levih strani lahko predpostavimo tudi enakost desnih. Zato lahko zapišemo 
𝐹
𝜋
∙
1
2
∙
3
2
(
1 − 𝜎2
𝐸
+
1 − 𝜎′2
𝐸
) ∫ {1 −
𝑥2
𝑎2 + 𝜉
−
𝑦2
𝑏2 + 𝜉
}
𝑑𝜉
√(𝑎2 + 𝜉)(𝑏2 + 𝜉)𝜉
∞
0
= ℎ − 𝐴𝑥2 − 𝐵𝑦2 
(2.37) 
Zaradi ohranitve enakosti je potrebno množiti s 3/2 tudi desno stran, kar je razvidno v 
koeficientu integrala. 
 
Za nadaljnji izračun vpeljemo konstanto D, ki popisuje materiale lastnosti sistema. 
𝐷 =
3
4
(
1 − 𝜎2
𝐸
+
1 − 𝜎′2
𝐸′
) (2.38) 
 
Enačba (2.37) mora veljati za celotno področje znotraj kontakta – elipse. Iz enoličnosti 
enačbe sledi, da morajo biti vsi koeficienti pred x in y ter prosti členi na obeh straneh enaki. 
Dalje lahko zapišemo enačbe za ℎ, 𝐴 in 𝐵. Postopek je preprost, saj je potrebno zmnožiti 
argument integrala enačbe (2.37). Prosti člen podintegralske funkcije predstavlja vrednost 
konstante ℎ, A predstavlja koeficiente spremenljivke x, B pa koeficiente spremenljivke y. 
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ℎ =
𝐹𝐷
𝜋
∫
𝑑𝜉
√(𝑎2 + 𝜉)(𝑏2 + 𝜉)𝜉
∞
0
 (2.39) 
𝐴 =
𝐹𝐷
𝜋
∫
𝑑𝜉
(𝑎2 + 𝜉)√(𝑎2 + 𝜉)(𝑏2 + 𝜉)𝜉
∞
0
 (2.40) 
𝐵 =
𝐹𝐷
𝜋
∫
𝑑𝜉
(𝑏2 + 𝜉)√(𝑎2 + 𝜉)(𝑏2 + 𝜉)𝜉
∞
0
 (2.41) 
Ob poznanih izrazih koeficientov A in B iz enačb (2.9) in (2.10) ter sili 𝐹 je možno določiti 
polosi elipse 𝑎 in 𝑏 po enačbah (2.40), (2.41). Zbližanje teles zaradi sile F, je enostavno 
izračunati po enačbi (2.39), saj so že vsi potrebni parametri poznani. 
 
Za izračun deformacije izven kontakta, je mogoče uporabiti enako analogijo s potencialno 
teorijo, le da v tem primeru upoštevamo enačbe za popis potenciala izven elipsoida. Izpeljava 
deformacije teles izven kontakta ni potrebna za izračun porazdelitve obremenitve v kontaktu, 
zato je izključena iz zaključne naloge. 
 
 
2.5 Rešitev problema za primer dveh kroglic 
Ko obravnavamo dve kroglici poljubnih radijev, se zveza A in B izrazito poenostavi, saj velja 
𝑅1 = 𝑅2; 𝑅′1 = 𝑅′2  (2.42) 
Sedaj lahko prepišemo enačbo (2.9) v obliko 
𝐴 + 𝐵 =
1
𝑅
+
1
𝑅′
  (2.43) 
Dalje zaradi geometrijske simetričnosti krogle zapišemo enakost med konstantama A in B iz 
česar sledi 
𝐴 = 𝐵 =
1
2
(
1
𝑅
+
1
𝑅′
)  (2.44) 
 
Intuitivno je jasno, da ima kontakt med kroglica obliko kroga, zato velja 
𝑎 = 𝑏  (2.45) 
Enakost bi podal tudi izračun enačb (2.40) in (2.41) ob upoštevanju enačbe (2.44). 
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Iz poznanih vrednosti konstant lahko zapišemo enačbo za izračun radija kontaktne ploskve.  
1
2
(
𝑅 + 𝑅′
𝑅 ∙ 𝑅′
) =
𝐹 ∙ 𝐷
𝜋
 ∫
𝑑𝜉
(𝑎2 + 𝜉)2√𝜉
∞
0
 (2.46) 
Vrednost integrala na desni strani je najenostavneje izračunati s pomočjo programa Wolfram 
Mathematica. 
∫
𝑑𝜉
(𝑎2 + 𝜉)2√𝜉
=
𝜋
2 𝑎3
∞
0
 (2.47) 
Po preureditvi in prireditvi, zapišemo končni izraz za izračun radija kontaktne ploskve 
𝑎 = √𝐹 ∙ 𝐷 ∙ (
𝑅 ∙ 𝑅′
(𝑅 + 𝑅′)
)
3
 (2.48) 
 
 
 
 
Slika 2.3: Delni prikaz kontakta dveh sferičnih teles 
 
Ob enakih predpostavkah določimo še vrednost h po enačbi (2.39). Najprej je potrebno 
izračunati integral iz enačbe (2.39). 
∫
𝑑𝜉
(𝑎2 + 𝜉)√𝜉
∞
0
=
𝜋
𝑎
 (2.49) 
Enačbo (2.39) zapišemo v novi obliki 
ℎ =
𝐹𝐷
𝑎
 (2.50) 
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Dalje vstavimo v enačbo predhodno določeni izraz (2.48) in preuredimo v končno obliko. 
ℎ = √𝐹2 ∙ 𝐷2 (
1
𝑅
+
1
𝑅′
)
3
 (2.51) 
 
Zapis funkcije porazdelitve tlaka po območju kontakta se le nekoliko poenostavi, saj sta 
vrednosti obeh polosi kontakta enaki.  
𝑃𝑧(𝑥, 𝑦) =
3𝐹
2𝜋𝑎2
√(1 −
(𝑥2 + 𝑦2)
𝑎2
) (2.52) 
 
 
 
Slika 2.4: Porazdelitev tlaka v kontaktu dveh sferičnih teles 
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3 Metodologija raziskave 
Zaključna naloga je teoretičnega tipa in obsega predstavitev izpeljave Hertzove teorije 
kontakta, analizo vplivnih parametrov ter primerjavo Hertzove teorije z enačbami 
uporabljenimi v viru [5].  
 
V predstavitvi izpeljave je bil za izračun integralov v enačbah (2.39), (2.40) in (2.41) 
uporabljen program Wolfram Mathematica. Tudi nekatere slike so narisane oz. programirane 
v programu Mathematica, preostale pa v programu CorelDRAW. Diagrami so izdelani v 
programu Mocrosoft Excel in zasnovani na izračunih v programu Wolfram Mathematica. 
 
Drugi sklop zaključne naloge obsega izračune vrednosti a, h, 𝑃𝑧, za različne kombinacije 
geometrijskih in materialnih parametrov. Primerjava izračunanih parametrov je prikazana v 
diagramih, ki so opremljeni s komentarji in razlago.  
 
Razlaga Hertzove teorije je v viru [5] zastavljena nekoliko drugače kot je podana v viru [1]. 
Zato je v zadnjem sklopu zaključne naloge podana še primerjava med obema metodama. 
 
Za kvalitetnejšo predstavitev in zagovor sta v PowerPoint vključeni dve simulaciji – rast 
kontakta in večanje tlaka v odvisnosti od obremenitve. 
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4 Rezultati in diskusija 
4.1 Analiza vplivnih parametrov 
Obremenjen kontakt je popisan s tremi parametri - polosi kontakta, medsebojna oddaljenost 
koordinatnih sistemov teles in največja obremenitev v kontaktu. Iz tega ozira je analiza 
vplivnih parametrov razdeljena v tri podpoglavja, kjer je vsak parameter popisa kontakta 
obravnavan ločeno. 
 
Na vsakega izmed parametrov popisa kontakta vplivajo, posredno ali neposredno, tri vrste 
veličin: materialne, geometrijske in zunanja obremenitev. V vseh primerih je zunanja tlačna 
obremenitev neodvisna spremenljivka in nastopa v razponu med 1N in 250N. Za 
obremenitve večje od 250N, izračunani največji tlak v kontaktu preseže površinsko trdnost 
splošnih inženirskih materialov, kar pomeni, da bi nastopila plastična deformacija materiala, 
ki jo Hertzov model ne vključuje.  
 
Spodnji primeri so izračunani za model kontakta, kroglica – kroglica, ki je analitično izpeljan 
v podpoglavju 2.5. 
 
 
4.1.1 Vpliv na radij kontakta 
Velikost radija kontaktne ploskve dveh kroglic je določena z enačbo 
𝑎 = √𝐷 ∙ 𝑅∗
3
∙ √𝐹
3
 (4.1) 
𝑅∗ = (
1
𝑅
+
1
𝑅′
)
−1
= (
𝑅 ∙ 𝑅′
(𝑅 + 𝑅′)
) (4.2) 
V konstantnem delu enačbe nastopa ekvivalentni modul elastičnosti z upoštevanim 
Poissonovim številom in ekvivalentni radij kroglic. V sliki 4.1 je podan radij kontaktne 
ploskve v odvisnosti od zunanje obremenitve, za kombinacijo kroglic enakega materiala in  
enakih premerov. 
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Slika 4.1: Vpliv velikosti kroglic v kontaktu na radij kontaktne ploskve 
 
Razvidno je, da se z večanjem radija kroglic povečuje kontaktna ploskev, pri enaki 
obremenitvi. To pomeni, da večje kroglice lahko prenašajo večje obremenitve napram 
manjšim. Če analogijo razširimo na področje ležaja, kjer sta v kontaktu kroglica in tečina, je 
logično, da bo za prenos večjih obremenitev potreben večji ležaj, z večjim polmerom 
kotalnih elementov. 
 
Vpliv materiala je izveden za različne kombinacije parno enakih materialov in kombinacije, 
kjer sta materiala v kontaktu različna. Za vse primere je predpostavljeno enako Poissonovo 
število, saj za večino splošnih konstrukcijskih materialov velja, da je njegova vrednost 
približno 0,3. 
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Slika 4.2: Vpliv materiala kroglic na radij kontaktne ploskve 
Iz slike 4.1 je razvidno, da za kontakte geometrijsko enakih kroglic, radij kontakta pada z 
izbiro materialov višjih modulov elastičnosti. V primerih izbire dveh različnih materialov je 
krivulja odvisnosti radija kontakta od obremenitve, najbližje krivulji dveh enakih materialov 
s podobnim modulom elastičnosti, kot je ekvivalentni modul za izbrana materiala, izračunan 
po enačbi (2.38). 
 
 
4.1.2 Vpliv na medsebojno oddaljenost ravnin xy in x'y' 
Medsebojna oddaljenost ravnin xy in x'y' je določena z enačbo  
ℎ = √
𝐹2 ∙ 𝐷2
𝑅∗
3
 (4.3) 
Iz enačbe lahko razpoznamo, da bo zbližanje kroglic pri enaki obremenitvi manjše za večje 
kroglice. 
 
Tokrat pričakujemo bolj strmo krivuljo odvisnosti h od obremenitve, saj nastopa 
obremenitev s potenco dve. 
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Slika 4.3: Vpliv velikosti kroglic v kontaktu na vrednost h 
 
Ponovno je za analizo vpliva izbran najmehkejši material, saj je že pri manjših obremenitvah 
razlika med izbranimi polmeri kroglic očitna. Razvidno je, da s postopnim povečevanjem 
premera kroglic deformacija pada, vendar zmanjševanje ne poteka enakomerno, saj je 
celoten izraz pod korensko funkcijo. To pomeni, da je zmanjševanje vrednosti h s 
povečevanjem R smiselno le do določene vrednosti. 
 
Za boljšo predstavo zveze materialnih lastnosti s h, še enkrat zapišemo enačbo (2.38), tokrat 
za primer kombinacije dveh enakih materialov. 
𝐷 =
3
2
(
1 − 𝜎2
𝐸
) (4.4) 
Opazimo, da je zveza vrednosti konstante D obratno sorazmerna z modulom elastičnosti 
izbranih materialov. S tem je postavitev konstante D v števec enačbe (4.4) logična, saj bo 
vrednost D, za bolj toge materiale z večjim E, nižja. Posledično bo zbližanje kroglic manjše. 
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Slika 4.4: Vpliv materiala kroglic na vrednost h 
Povečevanje modula elastičnosti ima podoben vpliv kot povečevanja R, le da ima večji 
učinek na zmanjšanje vrednosti h, saj nastopa  enačbi (4.3) z eksponentom dve. 
 
 
4.1.3 Vpliv na največjo vrednost tlaka v kontaktu 
Največja vrednost tlaka nastopi v središču kontakta, kot je že omenjeno v podpoglavju 2.3.4 
in je določena z enačbo 
𝑃𝑧_max =
3𝐹
2𝜋𝑎2
 (4.5) 
Ta enačba velja samo za obravnavni primer kontakta dveh kroglic. 
 
Kljub temu, da v enačbi (4.5) ne nastopa koren, je odvisnost 𝑃𝑧_max od obremenitve, oblike 
korenske funkcije. To je posledica korenske odvisnosti med radijem kontakta in 
obremenitvijo F, ki je podana v enačbi (4.1). 
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Slika 4.5: Vpliv velikosti kroglic v kontaktu na vrednost 𝑃𝑧_max 
 
Iz slike 4.5 je razvidno, da z večanjem polmera kroglic največji dosežen tlak pada, kar je 
posledica večanja polosi kontaktne ploskve.  
 
Vpliv materialnih lastnosti na 𝑃𝑧_max je izražen posredno, v enačbi 4.1 za izračun polosi 
kontakta, kjer je modul elastičnosti izražen v parametru D.  
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Slika 4.6: Vpliv materiala kroglic na vrednost 𝑃𝑧_max 
 
Na sliki 4.6 je potrebno opozoriti, da pri izbiri materialov z večjim modulom elastičnosti 
nastopajo tlaki, ki presegajo površinsko trdoto in eksperimentalno dokazane tlake. To 
pomeni, da za kontakt kroglic polmerov 5mm in materiala z modulom elastičnosti večjim od 
150MPa, ter obremenitvijo nad 250N, nastopi plastična deformacija, ki jo Hertzova teorija 
ne zajema. Z drugimi besedami Hertzova teorija za tak kontakt ne velja.  
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4.2 Primerjava s poenostavljenim pristopom 
Poenostavljena izpeljava zveze zunanje obremenitve in oblike porazdelitve tlaka v kontatu, 
temelji na geometrijski zvezi nedeformiranega kontakta kroglice in ravnine. Na sliki 4.7 so 
označeni vsi parametri za izračun zveze. 
 
 
 
Slika 4.7: Nedeformirani kontakt kroglice in ravnine 
 
Za šrafirani pravokotni trikotnik zapišemo Pitagorov izrek. 
𝑅2 = (𝑅 − 𝑧)2 + 𝑥2 (4.6) 
Iz enačbe (4.6) izrazimo z ter izpostavimo R. 
𝑧 = 𝑅 − √𝑅2 − 𝑥2 (4.7) 
𝑧 = 𝑅 − 𝑅√1 −
𝑥2
𝑅2
 (4.8) 
Kvadratni koren je možno zapisati kot razvoj potenčne vrste.  
√1 −
𝑥2
𝑅2
= 1 −
𝑥2
2𝑅2
+ ⋯+ ostanki (
𝑥
𝑅
)  višjih redov (4.9) 
Ob predpostavki majhnih deformacij, lahko vse ostanke višjih redov zanemarimo in 
zapišemo zvezo med z in oddaljenostjo od osi kontakta x. 
𝑧 ≈
𝑥2
2𝑅2
 (4.10) 
Enačba 4.10 pove, da bo profil površine v kontaktu in blizu njega imel parabolično obliko.  
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x
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Ker pa je kontakt ravna ploskev, se težnja površine k parabolični obliki pretvori v 
parabolično porazdelitev kontaktnega tlaka. Zato dalje zapišemo enačbo za porazdelitev 
tlaka v kontaktu. 
𝑝(𝑥) = 𝑝0√1 −
𝑟2
𝑎2
 (4.11) 
V primerjavi enačbe (2.52) z enačbo (4.11) opazimo, da je porazdelitev tlaka tokrat zapisana 
v polarnih koordinatah. Zapis je popolnoma enak enačbi (2.52), saj je področje kontakta 
oblike kroga, enako kot pri modelu kontakta dveh kroglic. 
 
Pomembno je poudariti, da predstavljen pristop ob ustreznih predpostavkah, podaja bistveno 
hitrejšo in matematično manj zahtevno pot, do enakega rezultata kot jo podaja Hertzova 
izpeljava. Iz tega vidika je poenostavljen pristop bolj primeren za pedagoške namene. 
 
Razlaga in izpeljava enačb za določitev 𝑝0 in a ni bila podana v viru [5], zato so navedene 
le enačbe opremljene s komentarji, ki razlagajo podobnosti z enačbami izpeljanimi v drugem 
poglavju – Teoretične osnove.  
𝑝0 =
3𝐹
2𝜋𝑎2
 (4.12) 
Enačba (4.12) podaja največji tlak v kontaktu in je enaka koeficientu korena v enačbi (2.52) 
𝑎 = √
3𝐹𝑅∗
4𝐸∗
3
 (4.13) 
1
𝑅∗
=
1
𝑅1
+
1
𝑅2
 (4.14) 
1
𝐸∗
=
1 − 𝜎2
𝐸
+
1 − 𝜎′2
𝐸′
 (4.15) 
Ko desno stran enačbe (4.14) damo na skupni imenovalec in izrazimo R* opazimo, da je 
izračunani izraz enak kvocientu v oklepaju iz enačbe (2.48). Če izrazimo E* iz enačbe 4.15 
in ga vstavimo v enačbo (4.13) ter upoštevamo še vrednost 3/4, je razvidno, da smo zapisali 
razširjeno obliko D. S tem je dokazana enakost med enačbama (4.13) in (2.48). 
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5 Zaključki 
Naloga je pripeljala do naslednjih zaključkov: 
1) Hertzova teorija za rešitev zveze med obremenitvijo, materialnimi lastnostmi in 
elastično deformacijo, uporabi analogijo s potencialno teorijo.  
2) Teorija predpostavlja le elastično deformacijo. 
3) Ugotovljeno je, da so enačbe splošne in veljajo za poljuben kontakt. 
4) Prikazana je rešitev za primer kontakta dveh kroglic. 
5) Ugotovljeno je, da z večanjem elastične deformacije v kontaktu nastopa nižji tlak. Večjo 
možnost elastične deformacije dosežemo z izbiro večjih polmerov kroglic in materialom 
z nižjim modulom elastičnosti. Povečana elastična deformacija se izraža z večjo 
vrednostjo parametrov a in h. 
6) Prikazana je omejitev Hertzove teorije za kontakte, v katerih največji tlak preseže 
obremenitve, na katere se material še lahko odziva elastično. 
7) Ugotovljeno je, da kljub drugačnemu pristopu tudi izpeljava v viru [5] podaja enako 
enačbo za izračun porazdelitve obremenitve. 
 
Ob natančnem pregledu slovenske literature lahko trdim, da je zaključna naloga ena izmed 
prvih, če ne celo edina, ki strukturirano povzame Hertzovo rešitev kontakta. Bralcu 
omogoča, da v strnjeni obliki pridobi celostni vpogled v teorijo elastičnega kontakta, 
zgodovinsko umestitev in trenutne aplikacije, ki so predložene študentu Fakultete za 
strojništvo. 
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Predlogi za nadaljnje delo 
 
Obravnavano področje dopušča dve smeri nadaljnjega dela. Lahko se poglobimo v analitično 
ozadje problema in izpeljemo privzete enačbe. 
 
V spodnji alinejah so podani konkretni predlogi za analitično nadaljevanje dela: 
− geometrijski enačbi zveze konstant A in B, 
− izpeljava in prikaz Greenovega tenzorja 
− predstavitev potencialne teorije, 
− analitična določitev konstante za porazdelitev tlaka v kontaktu 
− analitična rešitev integralov v enačbah (2.39), (2.40) in (2.41) za primer kontakta dveh 
kroglic. 
 
Na eksperimentalnem področju bi bilo smiselno preveriti napovedi vplivnih parametrov. 
Predhodno pa bi bilo potrebno razviti metode za merjenje parametrov zanimanja, saj vsi  a, 
h, in 𝑝𝑧 nastopajo v zaprtem kontaktu. 
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Priloga A 
Koda za prikaz in simulacijo kontakta 
(*Parametri, N, MPa,mm*) 
{Rx1,Ry1}={5,5}; 
{Rx2,Ry2}={100,100}; 
{Rz1,Rz2}={Rx1,Rx2}; 
{Ej1,Ej2}={210000,210000}; 
{ν1,ν2}={0.3,0.3}; 
F=10000; 
{R1,R2}={Rx1,Rx2}; 
Dj=3/4*((1-ν1^2)/Ej1+(1-ν2^2)/Ej2); 
a=F^(1/3)*((Dj*R1*R2)/(R1+R2))^(1/3); 
h=F^(2/3)*((Dj^2)*(1/R1+1/R2))^(1/3); 
PrikazXY=6; 
PrikazZ=PrikazXY/2; 
Print["a = ", a, "mm \nh = ", h, "mm \nPrikazani prostor=", PrikazXY,"x",PrikazXY,"x",PrikazZ,"mm" 
] 
 a =  0.676443 mm  
 h =  0.0960908 mm  
 Prikazani prostor= 6 x 6 x 3 mm 
 kkkontakt=Show[ 
  Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{PrikazXY,0,0}}]}, 
  Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{0,PrikazXY,0}}]}, 
  Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{0,0,PrikazZ}}]}, 
  Graphics3D@{Text[X,{PrikazXY*1.1,0,0}]}, 
  Graphics3D@{Text[Y,{0,PrikazXY*1.1,0}]}, 
  Graphics3D@{Text[Z,{0,0,PrikazZ*1.1}]}, 
  ContourPlot3D[x^2+y^2+(z-Rz1+h)^2==Rx1^2, 
   {x,-a*10,a*10}, 
   {y,-a*10,a*10}, 
   {z,0,a*1},ContourStyle->{Blue,Opacity[0.75]},Mesh->1], 
  ContourPlot3D[x^2+y^2+(z+Rz1-h)^2==Rx1^2, 
   {x,-a*10,a*10}, 
   {y,-a*10,a*10}, 
   {z,0,-a*1},ContourStyle->{Red,Opacity[0.75]},Mesh->1], 
  Boxed->False, 
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  ViewPoint-> {1,1,1} 
  ] 
  (*Export["K_K_kontakt_slika1.emf",kkkontakt]*) 
 K_K_kontakt_slika1.emf 
 m=Manipulate[ 
  {"a=",a=F^(1/3)*((Dj*R1*R2)/(R1+R2))^(1/3),"[mm]\n", 
   "h=",h=F^(2/3)*((Dj^2)*(1/R1+1/R2))^(1/3),"[mm]\n", 
   "F=",F,"[N]\n", 
   Show[ 
    Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{PrikazXY,0,0}}]}, 
    Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{0,PrikazXY,0}}]}, 
    Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{0,0,PrikazZ}}]}, 
    Graphics3D@{Text[X,{PrikazXY*1.1,0,0}]}, 
    Graphics3D@{Text[Y,{0,PrikazXY*1.1,0}]}, 
    Graphics3D@{Text[Z,{0,0,PrikazZ*1.1}]}, 
    ContourPlot3D[x^2+y^2+(z-Rz1+h)^2==Rx1^2, 
     {x,-a*10,a*10}, 
     {y,-a*10,a*10}, 
     {z,0,a*1},ContourStyle->{Blue,Opacity[0.75]},Mesh->1], 
    ContourPlot3D[x^2+y^2+(z+Rz1-h)^2==Rx1^2, 
     {x,-a*10,a*10}, 
     {y,-a*10,a*10}, 
     {z,0,-a*1},ContourStyle->{Red,Opacity[0.75]},Mesh->1], 
    Boxed->False, 
    ImageSize-> Large 
    ]},{F,100,5000,1}] 
 
(*Export["K_K_kontakt_animacja.avi",m]*) 
 
Koda za prikaz in simulacijo porazdelitve tlaka 
(*Parametri, N, MPa,mm*) 
{Rx1,Ry1}={5,5}; 
{Rx2,Ry2}={5,5}; 
{Rz1,Rz2}={Rx1,Rx2}; 
{Ej1,Ej2}={210000,210000}; 
{ν1,ν2}={0.3,0.3}; 
F=100; 
{R1,R2}={Rx1,Rx2}; 
Dj=3/4*((1-ν1^2)/Ej1+(1-ν2^2)/Ej2); 
a=F^(1/3)*((Dj*R1*R2)/(R1+R2))^(1/3); 
h=F^(2/3)*((Dj^2)*(1/R1+1/R2))^(1/3); 
PrikazXY=6; 
PrikazZ=PrikazXY/2; 
Print["a = ", a, "mm \nh = ", h, "mm \nPrikazani prostor=", PrikazXY,"x",PrikazXY,"x",PrikazZ,"mm" 
] 
 a =  0.117567 mm  
 h =  0.00552877 mm  
 Prikazani prostor= 6 x 6 x 3 mm 
 SlikaOBR=Plot3D[(3*F)/(2*Pi*a^2)*Sqrt[1-x^2/a^2-y^2/a^2], {x, -a,a},{y,-a,a}, AxesLabel->{"x 
[mm]","y [mm]", "P_z \n[Mpa]"},  
  LabelStyle->{Black, Bold, FontSize-> 12},  
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  Boxed->True,  
  Mesh->3, 
  PlotLabel->Style["Porazdelitev tlaka pri F=100N", FontSize->16], 
  ViewPoint->{1, 1, 1}, 
  ImageSize->Large] 
 
 m=Manipulate[ 
  {"a=",a=F^(1/3)*((Dj*R1*R2)/(R1+R2))^(1/3),"[mm]\n", 
   "F=",F,"[N]\n", 
   "P_z_MAX=",(3*F)/(2*Pi*a^2),"[MPa]\n", 
   "P_z_SR=",(F)/(Pi*a^2),"[MPa]\n", 
   Plot3D[ 
    (3*F)/(2*Pi*a^2)*Sqrt[1-x^2/a^2-y^2/a^2], {x, -a,a},{y,-a,a}, 
    PlotRange->{{-0.2,0.2}, {-0.2,0.2},{0,5000}}, 
    Axes->{True,False,True},  
    AxesLabel->{"x [mm]"," ", "P_z \n[Mpa]"},  
    LabelStyle->{Black, Bold, FontSize-> 12},  
    Boxed->True,  
    ViewPoint->Front, 
    ImageSize->500, 
    Mesh->3] 
   },{F,10,300,1}] 
 
(*Export["Pz_slika porazdelitve obremenitve1.emf",SlikaOBR] 
Export["Pz_Simulacija1.avi",m]*) 
 
Koda za analizo vplivnih parametrov 
Flist=Range[1,250,1]; 
Ej1list=List[70000,100000,150000,210000,270000]; 
Ej2list=List[70000,100000,150000,210000,270000]; 
R1list=Range[5,15,2]; 
R2list=Range[5,15,2]; 
{ν1,ν2}={0.3,0.3}; 
 Dj=3/4*((1-ν1^2)/Ej1list[[1]]+(1-ν2^2)/Ej2list[[1]]); 
 test2=Table[0,{i,Length[R1list]},{i,Length[Flist]}]; 
test3=Table[0,{i,Length[R1list]},{i,Length[Flist]}]; 
test33=Table[0,{i,Length[R1list]},{i,Length[Flist]}]; 
For[r1=1,r1<=Length[R1list],r1++, 
 For[f=1,f<=Length[Flist],f++, 
  a=Flist[[f]]^(1/3)*((Dj*R1list[[r1]]*R2list[[r1]])/(R1list[[r1]]+R2list[[r1]]))^(1/3); 
  test2[[r1,f]]=a; 
  h=Flist[[f]]^(2/3)*((Dj^2)*(1/R1list[[r1]]+1/R2list[[r1]]))^(1/3); 
  test3[[r1,f]]=h; 
  Pz=3*Flist[[f]]/(2*π*a^2); 
  test33[[r1,f]]=Pz; 
  ] 
 ] 
(*Določitev vpliva MATERIALA, za konst geo*) 
 test4=Table[0,{i,Length[Ej1list]},{i,Length[Flist]}]; 
test5=Table[0,{i,Length[Ej1list]},{i,Length[Flist]}]; 
test55=Table[0,{i,Length[Ej1list]},{i,Length[Flist]}]; 
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 For[e=1,e<=Length[Ej1list],e++, 
 Dje=3/4*((1-ν1^2)/Ej1list[[e]]+(1-ν2^2)/Ej2list[[e]]); 
 For[f=1,f<=Length[Flist],f++, 
  a=Flist[[f]]^(1/3)*((Dje*R1list[[1]]*R2list[[1]])/(R1list[[1]]+R2list[[1]]))^(1/3); 
  test4[[e,f]]=a; 
  h=Flist[[f]]^(2/3)*((Dje^2)*(1/R1list[[1]]+1/R2list[[1]]))^(1/3); 
  test5[[e,f]]=h; 
  Pz=3*Flist[[f]]/(2*π*test4[[e,f]]^2); 
  test55[[e,f]]=Pz; 
  ] 
 ] 
 (*Za različne kombinacije E*) 
 test6=Table[0,{i,Length[Flist]}]; 
test7=Table[0,{i,Length[Flist]}]; 
test77=Table[0,{i,Length[Flist]}]; 
test8=Table[0,{i,Length[Flist]}]; 
test9=Table[0,{i,Length[Flist]}]; 
test99=Table[0,{i,Length[Flist]}]; 
test10=Table[0,{i,Length[Flist]}]; 
test11=Table[0,{i,Length[Flist]}]; 
test111=Table[0,{i,Length[Flist]}]; 
 Dj70in270=3/4*((1-ν1^2)/Ej1list[[1]]+(1-ν2^2)/Ej2list[[-1]]); 
For[f=1,f<=Length[Flist],f++, 
 a=Flist[[f]]^(1/3)*((Dj70in270*R1list[[1]]*R2list[[1]])/(R1list[[1]]+R2list[[1]]))^(1/3); 
 test6[[f]]=a; 
 h=Flist[[f]]^(2/3)*((Dj70in270^2)*(1/R1list[[1]]+1/R2list[[1]]))^(1/3); 
 test7[[f]]=h; 
 Pz=3*Flist[[f]]/(2*π*a^2); 
 test77[[f]]=Pz; 
 ] 
 Dj100in210=3/4*((1-ν1^2)/Ej1list[[2]]+(1-ν2^2)/Ej2list[[-2]]); 
For[f=1,f<=Length[Flist],f++, 
 a=Flist[[f]]^(1/3)*((Dj100in210*R1list[[1]]*R2list[[1]])/(R1list[[1]]+R2list[[1]]))^(1/3); 
 test8[[f]]=a; 
 h=Flist[[f]]^(2/3)*((Dj100in210^2)*(1/R1list[[1]]+1/R2list[[1]]))^(1/3); 
 test9[[f]]=h; 
 Pz=3*Flist[[f]]/(2*π*a^2); 
 test99[[f]]=Pz; 
 ] 
 Dj70in100=3/4*((1-ν1^2)/Ej1list[[2]]+(1-ν2^2)/Ej2list[[1]]); 
For[f=1,f<=Length[Flist],f++, 
 a=Flist[[f]]^(1/3)*((Dj70in100*R1list[[1]]*R2list[[1]])/(R1list[[1]]+R2list[[1]]))^(1/3); 
 test10[[f]]=a; 
 h=Flist[[f]]^(2/3)*((Dj70in100^2)*(1/R1list[[1]]+1/R2list[[1]]))^(1/3); 
 test11[[f]]=h; 
 Pz=3*Flist[[f]]/(2*π*a^2); 
 test111[[f]]=Pz; 
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Koda za izračun integralov enačb (2.47) in (2.49) 
 
Integrate[1/((a^2+x)^2*√x),{x,0,∞}, Assumptions->a>0] 
Out[2]= π/(2 a^3) 
 
In[3]:= Integrate[1/((a^2+x)*√x),{x,0,∞}, Assumptions->a>0] 
Out[3]= π/a 
 
Koda za izris slike 2.1 
In[1]:= PrikazXY=6; 
PrikazZ=PrikazXY/2; 
R=6; 
In[4]:=  
slika1=Show[ 
Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{PrikazXY*1.2,0,0}}]}, 
Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{0,PrikazXY*1.2,0}}]}, 
Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{0,0,PrikazZ*1.9}}]}, 
Graphics3D@{ Style[Text[X,{PrikazXY*1.3,0,0}],Italic, FontSize->11]}, 
Graphics3D@{ Style[Text[Y,{0,PrikazXY*1.3,0}],Italic, FontSize->11]}, 
Graphics3D@{ Style[Text[Z,{0,0,PrikazZ*2.05}],Italic, FontSize->11]}, 
Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{-PrikazXY*1.9,0,0}}]}, 
Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{0,-PrikazXY*1.9,0}}]}, 
Graphics3D@{Thickness[0.005],Arrow[{{0,0,0},{0,0,-PrikazZ*2.6}}]}, 
Graphics3D@{Style[Text["X'",{-PrikazXY*2.1,0,0}],Italic, FontSize->11]}, 
Graphics3D@{Style[Text["Y'",{0,-PrikazXY*2.1,0}],Italic, FontSize->11]}, 
Graphics3D@{Style[Text["Z'",{0,0,-PrikazZ*2.75}],Italic, FontSize->11]}, 
 
Graphics3D@{Style[Text["O",{0,0.7,-0.7}],Italic,Bold, FontSize->11]}, 
ContourPlot3D[x^2+y^2+(z-R)^2==R^2, 
{x,-R,R}, 
{y,-R,R}, 
{z,0,R/2},ContourStyle->{Blue,Opacity[0.5]},Mesh->1], 
ContourPlot3D[x^2+y^2+(z+R)^2==R^2, 
{x,-R,R}, 
{y,-R,R}, 
{z,0,-R/2},ContourStyle->{Red,Opacity[0.5]},Mesh->1], 
Boxed->False, 
ViewPoint-> {1,1,0.5} 
] 
Out[4]=  
In[6]:= (*Export["Slika_1_neobremenjen kontakt_1500.emf",slika1, ImageResolution 1500]*) 
 
  
 
